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ГРАНИ МАТЕМАТИКИ

Обратимые и необратимые функции

Функцию y f x= ( )  называют обратимой, если 

для любого y E f0 ∈ ( )  существует единственное 

x D f0 ∈ ( )  такое, что y f x0 0= ( ),  или другими сло-

вами: функция обратима, если каждое своё зна-
чение она принимает один-единственный раз.

Рассмотрим пример. Петя, Коля, Саша и Во-
лодя живут в комнате общежития. На февраль 
они установили такой график дежурств:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 … 28

Петя …

Коля …

Саша …

Володя …

Очевидно, что здесь определена функция, 
а график дежурств является её графиком.

Эта функция необратима. Чтобы доказать, 
что какая-либо функция необратима, достаточ-
но указать какие-либо два значения аргумента 
x x1 2≠ ,  для которых f x f x1 2( ) = ( ).  В этом приме-
ре достаточно заметить, что Петя дежурит как 
1-го, так и 5-го февраля.

Функция f  x y xf⎯→⎯ = −  обратима. Она 
определена на множестве R+  неотрицательных 
чисел. Множеством её значений является мно-
жество R− = −∞( ];0  всех неположительных чисел. 
Задав любое y  из множества R−, можно найти 
соответствующее x  по формуле x y= 2. Функция 
g  y x yg⎯ →⎯ = 2  при y ≤ 0  есть функция обратная 

к функции f.
Из определения монотонности функции сле-

дует, что монотонная на некотором промежут-
ке функция обратима на этом промежутке. Из 
определения обратимой функции следует, что 
если функция f  обратима, а число a  принад-
лежит области значений E f( ),  то уравнение 
f x a( ) =  имеет единственное решение.

Какие функции называют обратными?

Если функция g  в каждой точке x  обла-
сти значений обратимой функции f  принимает 
такое значение y,  что f y x( ) = ,  то говорят, что 

функция g  — обратная функция f.
Иными словами, функция g  является обрат-

ной функции f,  если для любого x  из области опре-
деления функции g  верно равенство f g x x( )( ) = .

В математической литературе функцию, об-
ратную функции f,  часто обозначают символом 
f −1  по аналогии с обратной величиной.

Пусть функция f  задана таблицей:

x А Б В Г Д

y f x= ( ) 3 1 2 5 4

Эта функция определена на множестве пер-
вых пяти букв русского алфавита, а множеством 
её значений является множество первых пяти 
натуральных чисел. Тогда обратная функция g  
будет задана таблицей:

x 1 2 3 4 5

y g x= ( ) Б В А Д Г

На рисунке изображены графики этих функ-
ций.

y y f x= ( )  y y g x= ( )  

5 Д

4 Г

3 В

2 Б

1 А

А Б В Г Д x 1 2 3 4 5 x

Свойства обратных функций

 1. Обратная функция может существовать толь-
ко для обратимой функции.

 2. Если функция y f x= ( )  определена и возрас-
тает (или убывает) на промежутке X  и об-
ластью её значений является промежуток 
Y,  то у неё существует обратная функция, 
причём обратная функция определена и воз-
растает (или убывает) на Y.

 3. Если функция y f x= ( )  задана формулой, то 
для нахождения обратной к ней функции 
нужно решить уравнение f x y( ) =  относи-
тельно x,  а потом поменять местами x  и y.

 4. Если уравнение f x y( ) =  имеет более одно-
го корня, то функции, обратной функции 
y f x= ( ) , не существует.

 5. Графики обратных функций симметричны 
относительно прямой y x= .

 6. Если f  и g  — взаимно обратные функции, 
то E f D g( ) = ( )  и D f E g( ) = ( ).
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ОБРАТНЫЕ ФУНКЦИИОБРАТНЫЕ ФУНКЦИИ
Составитель О. А. Старова
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Существуют функции, которые обратны сами 
себе. Таковыми являются, например, функции:

 а) f x x( ) = ,  б) f x
x

( ) = 1
,  в) f x

x

x
( ) =

−1
.

Графики этих функций изображены на ри-
сунке.

x x

x

yy y

а)                    б)                          в)

Зачем рассматривают понятие обратных 

функций?

Применение понятия обратной функции свя-
зано с задачей решения уравнений вида

 y f x= ( ).  

Решения уравнений как раз и записывают через 
обратные функции.

Например, требуется решить уравнение

 cos .x = 1

3
Решениями являются точки

 x k= ± +arccos ,
1

3
2π  k ∈.

Функции косинус и арккосинус являются 
обратными на области определения.

Обратимая функция 

или взаимно однозначное отображение?

Как известно, слова «функция» и «отобра-
жение» являются синонимами.

Любое отображение f  множества N  на мно-
жество M  называют функцией с областью опре-
деления N  и множеством значений M.  Говоря 
об отображении f  множества N  НА множество 
M,  имеют в виду, что y f x= ( )  определено для 
любого x  из N  и только для x  из этого множе-
ства, а значение y  функции f  непременно при-
надлежит множеству M,  и каждое y  из этого 
множества M  является значением функции f  
хотя бы при одном значении аргумента x.

Если известно только, что значения функ-
ции f  непременно принадлежат множеству M,  
но не утверждается, что любой элемент этого 
множества является значением функции f,  то 
говорят, что функция отображает свою область 
определения N  в множество M  или что ото-

бражение f  есть отображение множества N  
В множество M.  Таким образом, различают 
смысл выражений «отображение НА множество 
M» и «отображение В множество M».

Заметим, что каждое отображение «на» мо-
жно назвать и отображением «в», но не наоборот.

Пусть f  — отображение множества 
N  на множество M.  Если для любого 
элемента y  из множества M  существует 
единственный элемент x g y= ( )  множества 
N,  для которого f x y( ) = ,  то отображение 
f  является обратимым, а y xg⎯ →⎯  назы-
вают отображением, обратным отображе-
нию f.

Обратимые отображения называют еще 
взаимно однозначными отображениями. Но 
не принято говорить о «взаимно однозначных 
функциях». Поскольку слова «функция» и «ото-
бражение» считают синонимами, то вместо слов 
«взаимно однозначная функция» обычно при-
меняют слова «обратимая функция».

Заметим, что последнее время в математи-
ческой литературе получила распространение 
французская терминология:

отображения   A  на B  называют сюръектив-
ными, или сюръекциями (от фр.sur — «на», 
«над» лат. jactio — «бросаю»);
обратимые отображения   A  в B  называют 
инъективными, или инъекциями;
обратимые отображения   A  на B  называют-
ся биективными, или биекциями.
При биективном отображении каждому эле-

менту одного множества соответствует ровно один 
элемент другого множества, при этом определе-
но обратное отображение, которое обладает тем 
же свойством. Поэтому биективное отображение 
называют ещё взаимно однозначным отображе-
нием.

Понятие сюръекции, инъекции и биекции 
введено в обиход в трудах Бурбаки и получило 
всеобщее распространение практически во всех 
разделах математики.
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